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高中数学竞赛中常用不等式的应用探索
◎ 舒艳平 ／余干中学　江西　上饶　335100

　　摘要：不等式是数学竞赛的热点之一。由于不等式的证明
难度大，灵活性强，要求很高的技巧，常常使它成为各类数学竞

赛中的“高档”试题。本论文就是围绕高中数学竞赛中出现频

率最高的几个重要不定式---平均值不等式、柯西不等式及
排序不等式展开的，主要从它们的应用题型、应用技巧、应用反

思三方面去探索。
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1　导言
高中数学竞赛中常用的不等式涉及的主要是平均值不等

式、柯西不等式及排序不等式。平均值不等式是一个基本且应

用广泛的不等式，在许多不等式的证明中起基础推导作用；柯

西不等式的结构对称优美，应用灵活广泛，且近年来一些高考

数学试题也含有柯西不等式的背景；排序不等式同样结构优

美、思想简单明了，便于记忆和理解，它也常常是证明其它不等

式的基础。新课程将这三个不等式作为高中数学选修内容之

一放在选修4—5不等式专题中，成为高中数学新增内容.所以
探究这三个不等式的应用是有益的。

2　平均值不等式
设α1，α2，...，αn∈R

＋将

分别叫做这n个正数的算术平均数、几何平均数、调和平
均数和平方平均数，则有 Hn≤Gn≤An≤Qn，当且仅当 α1＝α2
＝...＝αn等号成立。
2.1　平均值不等式的应用

例1　求函数y＝x2＋8x＋64
x3
（x＞0）的最小值。

分析：虽然＝x2×8x×64
x3
＝512（常数）。但是不存在实数

x使得x2＝8x＝64
x3
成立，即不等式的等号无法取到。所以要考

虑拆项，创造可以运用均值不等式的条件。

解：设

x2.（8xm）
m..（64

nx3
）n＝常数

x2＝8xm＝
64
nx

{
3

，其中m，n∈N＋

则有m＋2-3n＝0，且m，n分别是8，64的因数 m＝4，
n＝2

∴y＝x2＋8x＋64
x3
＝x2（2x＋2x＋2x＋2x）＋（64

2x3
＋64
2x3
）≥

7.7 x2.（2x）4.（32
x3槡 ）＝28当且仅当 x2＝2x＝32

x3
，即 x＝2时

等号成立。因此ymin＝28。
技巧点拨：我们知道使各因式之和（或积）为定值是利用平

均值不等式求最值的关键点.其次，还要使各因式相等才能实
现，即等号成立的条件必须满足，否则将导致错误，这也是使用

均值不等式求最值的难点.所以在运用时不仅要牢记它的三个
条件“正、定、等”，还要善于根据均值不等式的结构特征，创造

运用均值不等式的条件，而待定系数法（或参数法）就是其中

常用的解题技巧。

例2　已知 α，b，c∈R＋，求证：（α＋1）
3

b ＋（b＋1）
3

c ＋

（c＋1）3

α ≥814

分析：由不等式的结构我们很自然会猜想 α＝b＝c＝12时

等号成立，此条件确实使不等式成立，此时
（α＋1）3
b ＝（b＋1）

3

c

＝（c＋1）
3

α
＝274。

解：
（α＋1）3
b ＋27b2 ＋

27
4≥
27（α＋1）
2 .....（1）

　　（b＋1）
3

c ＋27c2 ＋
27
4≥
27（b＋1）
2 .....（2）

　　（c＋1）
3

α
＋27α2 ＋

27
4≥
27（c＋1）
2 .....（3）

（1）＋（2）＋（3）得到（α＋1）
3

b ＋（b＋1）
3

c ＋（c＋1）
3

α ≥814
技巧点拨：此题不能如例1那样直接使用均值不等式，所

以需要敏锐的观察力发现 α＝b＝c＝12时等号成立 ，然后由

“等”的原则经过凑配得到三个不等式（1）（2）（3），相加后两
边同时消去相同的项，整理后就得到原式。

例3　对于n∈N＋，求证：（1＋1n）
n＜（1＋ 1

n＋1）
n＋1分析

一：对原式稍作变形，则只需证1＋ 1
n＋1＞（1＋

1
n＋1）

n
n＋1，因此

要将1＋ 1
n＋1拆分为n＋1个正数之和。

解法一：

故而原式得证。

分析二：

比较原式，应使（
1
n＋1）

n变成n＋1个正数的乘积。

解法二：

技巧点拨：在需要时凑上因数1，从而创设了使用均值不等
式来证明原式的条件，这里的变形技巧值得借鉴。

3　柯西不等式
设αi，bi∈R，i＝1，2，...，n，则有

从运算的角度来看，就是“平方和的乘积不小于乘积和的

平方”。

3.1　柯西不等式的应用
例1　设x1，x2，...，xn∈R

＋且x1x2，...，xn＝1
求



教育百家　●

2020年6月中旬第17期　　149　　

证：

分析：观察此不等式左边是个数的平方和，而柯西不等式

两边的结构是平方和的乘积与乘积和的平方，于是将所求问题

与柯西不等式形成对接。

解：构造柯西不等式

技巧点拨：若利用柯西不等式的一个常见变形：
x21
y1
＋
x22
y2

＋...＋
x2n
yn
≥
（x1＋x2＋...xn）

2

y1＋y2＋...yn
（xi∈R，yi∈R

＋，i＝1，2...n），

则更易证明此题。

例2　（2009年全国高中数学联赛江苏赛区初赛题）
　　　若不等式槡 槡x＋y≤ 槡k 2x＋y对于任意的正实数 x，y

都成立，求k的范围.
分析：显然k＞0，所以将原式等价变形为：k2（2x＋y）≥（槡x

槡＋y）
2

此式与柯西不等式变形的结构比较，只需稍微变形即可。

解：原式槡 槡x＋y≤ 槡k 2x＋y k2（2x＋y）≥（槡 槡x＋y）
2

技巧点拨：将本题推广，可得到如下结论：

若不等式槡 槡x＋y≤ 槡k mx＋ny对于任意正实数 x，y以及正

整数m、n成立，则 k≥（ mn（m＋n槡 ）

mn ）.

4　排序不等式
设有两组数 α1，α2，...，αn；b1，b2，...，bn满足 α1≤α2

≤...αn，b1≤b2≤...≤bn，
则有α1b1＋α2b2＋...＋αnbn≥αi1bj1＋αi2bj2＋...＋αjnbjn

≥α1bn＋α2bn-1＋...＋αnb1，
当且仅当α1＝α2＝...＝αn或b1＝b2＝...＝bn时等号成立。
也可简称：同序和≥乱序和≥反序和
4.1　排序不等式的应用
例1　证明契比雪夫不等式：

分析：题中有明显的两组数 α1，α2，...，αn；b1，b2，...，bn，
显然也是用排序不等式来证明。不等式左边出现了“正序和”及

“反序和”，则右边理应是乱序和。尽管右边不是明显的“乱序

和”形式，但只要将右式展开，就可得到多个乱序和。

解：根据排序不等式，有

α1b1＋α2b2＋...＋αnbn≥α1b1＋α2b2＋...＋αnbn
α1b1＋α2b2＋...＋αnbn≥α1b2＋α2b3＋...＋αnb1

......
α1b1＋α2b2＋...＋αnbn≥α1bn＋α2b1＋...＋αnbn-1
将上述不等式两端分别相加，

n（α1b1＋α2b2＋...＋αnbn）≥α1（b1＋b2＋...＋bn）＋α2
（b1＋b2＋...＋bn）＋...＋αn（b1＋b2＋...＋bn）两边同除以，
即得契比雪夫不等式的前半部分。

后半部分利用“反序和乱序和”即可证明。

技巧点拨：当两个数列大小成序且不等式一边是 的形

式，就可考虑用排序不等式。这里多次使用了排序不等式，最终

凑成了要证明的不等式的形式。

例2　利用排序不等式证明：

分析：均值不等式从形式上看没有如前两例那样有明显的

两个数组，所以要向着构造两个数组的目标努力，先变形为接近

排序不等式的形式，再因势而循序渐进。

解：原不等式等价于证明
α1＋α2＋...＋αn
n α1α2...α槡 n

≥n，不放令 bi

＝
αi

n α1α2...α槡 n

则 b1＋b2＋...＋bn≥n，由于 b，b2..bn＝1，可再令，b1

＝
x1
x2
，b2＝

x2
x3
，...bn＝

xn
x1

且x1≤x2≤...≤xn，根据“乱序和≥反序和”

则有
x1
x2
＋
x2
x3
＋
xn
x1
≥
x1
x1
＋
x2
x2
＋
xn
xn
＝n

于是结论得证。

技巧点拨：这道题实现了两个“从无到有”，从无数组通过

变形及换元到有一个数组之和〗b1＋b2＋...＋bn；从一个数组通

过换元到两个数组且x1，x2，...xn，与
1
x1
，
1
x2
，...1xn

，从而顺理成

章地利用排序不等式，体现了极强的技巧性。
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